Ubungsaufgaben ""Vektorrechnung"

2
1) Von einer Geraden g ist der Punkt P; = (4; 2; 3) und der Richtungsvektor a =| 1
3

bekannt. Berechnen Sie den Abstand des Punktes Q = (4; 1; 1) von dieser Gerade.

LoOsung:
4 2
g:rT=P,+AE=|2|+A01
3 3
4
Q=1
1
2 4) (4 2 0 e, e, &, 1
1{x/{1]|-|2 1|x| -1 dett 2 1 3 4
iz 3 1) (3 _ 3) (-2 _ 0 -1 -2 _ -2 :m:1,225
= 2 V14 V14 Via 14—
1
3

2) Die in der x,y-Ebene verlaufende Gerade g; schneidet die beiden Koordinatenachsen
jeweils bei 3. Welchen Abstand besitzt diese Gerade von der z-Achse?

Losung
3 -3 3 0
g:r=(0[+A0 3 Pi=|0 P2=|3
0 0 0
0 0 3 -3
Q=0 P—P1=|3|-|0|=| 3
0 0 0 0
-3) (-3 e, e, g 0
3 (x| 0 dett -3 3 O {0
o) lo) | (-3 0 o) [9] o
=y Ji8 T i 22
3
0

3) Zeigen Sie, dass sich die Gerade g; und g in genau einem Punkt schneiden und
bestimmen Sie Schnittpunkt und Schnittwinkel:
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gy durch Py =(4;2;8) und
g2 durchP3=(5;8;1) und

P2=(3; 6; 11)
P, = (7; 10; 31)

LoOsung:
4 3
9:: % :P1+)‘[6P2 _Pl): 2
8 11
7 5
1
31

5
922?2:P3+}\|:6P4—P3)= 8 |+H
21 21

8 3 21 10
1 -1 2

6 |=A014 |[-pll 2
13 3 10

1=-A-2p (1)
6=4r-2u (2
13=3\-10u (3

4
+A 6 |—|2||=
8

o N b

1=-A-2u
~(6=4r-2p)
-5=-56A
A=1
1=-1-2u
=-2u
H=~-
1=-1+2
6 =4+2 = Gerade schneiden sich in einem Punkt
13=3+10
4 -1 3
r.=|2|+100 4 |=| 6
8 3 11
S=(3;6;11)
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4)

-1) (2

4102

3) 110
¢ =arccos| ———%
= -1\ | 2

4 | 2

3 10

= arccos{

-2+8+30

J26 /18

] =47,21°

Wie lautet die VVektorgleichung der Ebene E, die den Punkt P, enthalt und parallel zu den

Richtungsvektoren & und b verlauft? Bestimmen Sie ferner einen Normalenvektor fi der
Ebene. Welche Punkte gehtren zu den Parameterwertepaaren A=1, =3 und A=-2, u=1?

a)P1=(3;5; 1), a=
b) P1=(6,0;-3), d=
LoOsung:
a)

3 1 2
F=|5 [+ 01 |+p1

1 1 3

1 1 e2 e3
n=11x{1|=]1 1 1

1 1
A=1, u=3:

3 1 2
T, =| 5 |-1001 |+30]1 | =

1 1 3
A=-2, u=1

3 1 2
Ty =| 5|—2011|+1001 | =

1 1 3
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Q1=1(10; 9; 11)

Q2=(3;4;2)
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5)

6 2 2
r=l0 +)\[F8 +ull 3
-3 -3 -3
2 2 e, e, € -15
n=8 [x] 3 |=|2 8 -3=| 0
-3) (-3) (2 3 -3 (-10
A=1, pu=3:
6 2 2 14
T =| 0 [+100 8 |+301 3 |=| 17
-3 -3 -3 -15
A=-2, u=1:
6 2 2 4
= 0 (=200 8 [+10 3 |=| -13
-3 -3 -3 0

Q1 = (14; 17; -19)

Q2= (4;-13;0)

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene E durch die drei Punkte P, P, und Ps. Welche

Punkte erhélt man flr die Parameterwertepaare A=3, u=-2 und A=-2, p=1?

a) P1=(3;1;0), P,=(-4,1,1),
b) P1=(5; 1; 2), P2 =(-2;-1;-3),
LOsung:
a)
F=P +)\[ﬂP -P)+pp, - Pl)
3 3 3 -7
F=|1[+A +U 9—1:1+)\ 0 (+ul8
0 0 0 1
A=3,u=-2:
3 2\ (-22
T, =|1|+3 -208 :[ Q, =(-22;-15;-3)
0 3
A=-2,u=1:
3 2
T =|1|-20) 0 |+10]8 :[ Q, =(19;9;1)
0 3
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P3=(5;9; 3)
P3;=(0; 5; 10)
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?=P1+)\EGP2—P1)+U[GP3—P1)
5 -2) (5 0 5 5 -7 -5
r=|1[+A —1}—&@ +ulll 5 (=(1||=|1|+A-2(+ull 4
2 -3) (2 10) (2 2 -5 8
A=3, u=-2:
5 =7 -5 -6
Ty =[1]|+3 —2}—2[&4 =| -13 Q, =(-6;-13;-29)
2 -5 8 -29
A=-2,u=1:
5 -7 -5 14

=l
1
H
|
N
|
N
+
[EEN
D
1
©

Q, =(14;9; 20)

6) Liegen die vier Punkte P; = (1; 1; 1), P>, = (3; 2; 0), P3 = (4; -1; 5) und P4 = (12; -4; 12) in

einer Ebene?

Losung
1 3-1 4-1 1 2 3

E:f={1|+A[I2-1|{+pl-1-1|=|1|{+A0 1 |+pl-2
1 0 5-1 1 -1 4

12 1 2 3

-4 |=|1|+ 01 [+pll-2

12 1 -1 4

12 =1+2A +3u

-4=1+A-2u

12=1-A+4p

8=2+2u

2L =6

MH=3

-4=1+\-6

A=1

12=1+2+9

—4=1+1-6 = Die 4 Punkte liegen in einer Ebene
12=1-1+12
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7) Wie lautet die Gleichung einer Ebene E, die auf den drei Koordinatenachsen jeweils die
gleiche Strecke a abschneidet und ferner den Punkt Q = (3; -4; 7) enthalt?
Hinweis: Stellen Sie zun&chst die Gleichung der Ebene durch die drei Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen in Abhangigkeit von der Strecke a auf.

Losung
a 0-a 0-a a -a -a
E:7T=|0|+AJa-0|+pl0-0|={0|+All a |+pdl O
0 0-0 a-0 0 0 a
3 a -a -a
-4 |=|0|+All a [+ull O
7 0 0 a
3=a-aA—au
-4 =ah
7=al
7
“'__
a
)\:__4
a
3:a—a_——a1:a+4—7
a a
a=6
7 =6
u=’
_ 6
-4 =6\
A=-2
3

7=L®=7
6
6 -6 -6
E:f=|0|+\[ 6 |+pd O
0 0 6
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4
8) Eine Ebene E verlduft senkrecht zum Vektor n =| 3 | und enthalt den Punkt
1

A = (5; 8; 10). Bestimmen Sie die Gleichung dieser Ebene. Berechnen Sie ferner die
fehlende Koordinate des auf der Ebene gelegenen Punktes B = (2; y=?; 1).

Losung:
ACfF-¥)=0

4 5
3|07-| 8 ||=0
1 10

41fx —5)+3Cfy-8)+1L{z -10)=0
4x-20+3y-24+z-10=0
4x+3y+z =54

B=(2;y;1)

42+3y+1=54
3y =45
y =15

B=(2;15;1)

9) Welche Lage haben Gerade g und Ebene E zueinander? Bestimmen Sie gegebenenfalls
Abstand, Schnittpunkt und Schnittwinkel.

3
a) g durch P; = (5; 1; 2) mit dem Richtungsvektor a =| 1
2
-1
E durch P = (2; 1; 8) mit dem Normalenvektor i =| 3
1
5 2
b) g:T(A\)=r, +A@A=|3|+A05
6 1
3)(x-1
E:AlfF-7)=|-1|Qy-1|=0
-1)\z-1

¢) g durch P; =(2; 0; 3) und P, = (5; 6; 18)
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E durch P3 =(1; -2; -2), P, = (0; -1; -1) und P5 = (-1; 0; -1)

LoOsung:
a)
-1) (3
n@=| 3 |[J1|=-3+3+2=2#0= Geradeg und Ebene E schneiden sich
1/)1\2
-1 2 5 -1\ (-3
3 1]-]1 3 0
> 1 8 2 3 > 1 6 3
E=[1+ 1|=]1]+ 1
2 2 2 2 2
5 5 27 37
S ]+3800 o g |42 :3(11
2 2 2
2 2 2 18 22
S =(18,5;5,5;11)
@ =arcsin L = arcsin(;J =9,274°
- -1\ |3 V11G8/14) =
(3
1 2
b)
3)(2
n@a=|-1 E{S =6-5-1=0=E||g
-1)\1
3 5 1 3 4
-1 3}— 1 -1(p2
G NY WS W) (-1 \5)_fr2-2-5 _ 5
= = = = 1,51
= 3 V11 JiT. V11 =
-1
c)
1 0-1 -1-1 1 -1
E:f=|-2|+A[I-1+2 |+l 0+2 |=| =2 [+A[] 1 |+u
-2 -1+2 -1+2 -2 1
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-1) (-2) |e;, e, e (-1
n=| 1 |x 2 |=|-1 1 1|=|-1
1 1 -2 2 1 0
-1\ (3
n@=|-1 [{ 6} =-3-6 =-9 # 0= Gerade g und Ebene E schneiden sich
0) (15
-1 1 2 -1\ (-1
-1 -21(-|0 -1|0-2
) 2 0 _o) |3 2 0ll-s 3 2 -1 1
=0+ =9 6 + 9 6 |=|0|+ -2 -2
3 15 3 15 3) {-5 -2
S=(1;-2;-2)
¢ =arcsin -9 :arcsin(—9 j:2279°
= -1\ |3 V213/270 -
=10 6
0 15

10) Eine Gerade g durch die Punkte A = (1; 1; 1) und B = (5; 4; -3) verlaufe senkrecht zu
einer Ebene E. Wie lautet die Gleichung dieser Ebene, wenn Py = (2;1; 5) ein Punkt
dieser Ebene ist?

LOsung:
1 4
g:F=A+A[B-A)=|1|+A(] 3
1 -4
4
i=| 3
-4
E:ACF-F)=0
4 2
3 []?—[1 =0
-4 5
4 ) (x=-2
3 [Jy—l]:o
-4)\z-5
40fx -2)+30y-1)-4Lfz-5)=0
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2
11) Eine Ebene E; gehe durch den Punkt P, = (1; 2; 3), ihr Normalenvektor sei n=| 1 |.
a

Bestimmen Sie den Parameter a so, dass der Abstand des Punktes Q = (0; 2; 5) von
dieser Ebene d=2 betrégt. Wie lautet die Gleichung der Parallelebene E; durch den Punkt
A=(5;1,-2)?

LOsung:
0
2_
d:\ﬁ[ﬁr(i—rl}zz_ a) (|5
Al 2
1
a
2) (-1
203/5+a? =| 1|1 0 | =|-2+2a|
a 2
V5+a’ =[a-1
—a=-2
A=(51;-2)
2 5 2) (x-5
E,:AlfF-7,)=| 1 |DPr—| 1 |[=| 1 |Py-1
-2 -2 -2)\z+2

=20{x-5)+10y -1)-20{z+2)=0

12) Eine Ebene E enthalt den Punkt Py = (2; 1; 8) und verlauft senkrecht zum Vektor

2 5 4
n=| -6 |.Zeigen Sie, dass die Gerade g:T(A\) =1, +A[@=| 3 |[+Al 1 | zu dieser Ebene
1 1 -2

parallel ist. Wie groR ist der Abstand zwischen Gerade und Ebene?

LoOsung:
2 2
E:ACffF-%)=|-6|0F-|1|[=0
1 8
2\ ( 4
A@=|-6|01|=8-6-2=0=>E]g
1)(-2
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13)

14)
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-6 3|-11 -6 2
1 1 8 1 -7 6-12-7
d= = :| |:2,03
= 2 Va1 Jar =
-6
1

Gegeben sind eine Gerade g und eine Ebene E:

3 1
g:FOA\) =T +ANE=| 2 [+A0 2
0 -3

E:AlfF-7)=20{x-1)+1y-2)+1{z +3)=0
Zeigen Sie, dass Gerade und Ebene sich schneiden und berechnen Sie den Schnittpunkt
sowie den Schnittwinkel.

LoOsung:
2) (1
n@=|1|01 2 |=2+2-3=1#0= Geradeg und Ebene E schneiden sich
1)(-3
2 1 3
1 2 |-|2
) 3 1 _3] o 1 3 -2\ (1
=2+ ] 2 |=|2(+|1|h O 2
0 -3 0 -3) -3
1 3 -7 -4
=[2]+(-4-3)1 2 |=|2|+| -14|=| -12
-3 0 21 21
S=(-4;-12; 21)
@ =arcsin L :arcsin( ! ):6,26°
= 2\ 1 V6 3/14
1 2
-3

Zeigen Sie die Parallelitat der beiden Ebenen E; und E, und berechnen Sie ihren Abstand:
1

E1 durch P; = (3; 5; 6) mit dem Normalenvektor ri, =| 3
-2
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15)

E, durch P, = (1; 5; -2) mit dem Normalenvektor i, =| =9

LoOsung:
1 -3) (e, e, e 0
n,xn,=| 3 [x{-9|=|1 3 -2/=|0|=E,|E,
-2 6 -3 -9 6 0
1 3 1 1Y)(2
3 |0{5|-| 5 3 |10
-2 6 -2 -2)\8 2-16
-2le) s,
= 1 V14 J14 —
3
-2
Bestimmen Sie die Schnittgerade und den Schnittwinkel der beiden Ebenen:

3) (x-2
E,:iF-¢)=|1|0y-5
2

W o N N PP W

-5 |= E, und E, schneiden sich

=0=30{x, ~2)+1{y, -5)+2({-6)

=0=2[fx, -1)+30(-1)
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3%, -6+y,-5-12=0
3@2——6+y0—5—12:0

@ =arccos

= arccos(ﬂj =27,19°

V14313

N P Wi - w
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